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Schon im Jahre 1871 hat Prof. Fuchs nachgewiesen!, 
dass die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung als Funktionen eines Verzweigungspunktes 
aufgefasst, linearen homogenen Differentialgleichungen der 
Fuchs’schen Klasse genügen. Die Koefficienten dieser 
Differentialgleichungen, deren Ordnung 2p ist, wobei p das 
Geschlecht der Riemannschen Fläche bedeutet, sind rationale 
Funktionen der Verzweigungswerte der Riemannschen 
Fläche und wurden in derselben Abhandlung in explieiter 
Form zur Darstellung gebracht. In einer späteren Mit- 
teilung” hat Prof. Fuchs ferner gezeigt, dass die Periodicitäts- 
möduln der allgemeinen Abelschen Integrale erster Gattung 
als Funktionen eines sich nicht aufhebenden Verzweigungs- 
punktes der Riemannschen Fläche betrachtet, ebenso wie 
bei den byperelliptischen Integralen linearen Differential- 
gleichungen von der 2pt®X Ordnung genügen und dass die 
Koeffieienten dieser Differentialgleichungen in demselben 
Rationalitätsbereich liegen, wie das Integral und die 
Koeffieienten der Grundgleichung. Die Regeln, nach welchen 
diese Koefficienten zu ermitteln ‚sind, waren an der eitierten 
Stelle nur skizziert. Erst in seiner Abhandlung: „Zur 
Theorie der Abelschen Funktionen“? hat Prof. Fuchs die 
Untersuchung wieder aufgenommen und drei verschiedene 
Methoden für die Berechnung dieser Koeffieienten vor- 
geschlagen. 
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Die erste dieser Methoden ist nur in den Fällen 
brauchbar, wo man von vorneherein weiss, dass die 
niedrigste Ordnung, in welcher die Differentialgleichung 
auftritt, 2» ist. Ist allerdings diese Bedingung erfüllt, 
so führt die erste Methode am schnellsten zum Ziele. Bei 
der zweiten dieser Methoden handelt es sich um die direkte 
Bildung einer rationalen Funktion von zwei Variabeln mit 
gegebenen Elementen, und die dritte steht in Verbindung 
mit der Frage nach den Umständen, unter denen das 
Produkt einer rationalen Funktion einer Variabeln 2 und 
einer algebraischen Funktion derselben Veränderlichen zum 
vollständigen Differentialquotient einer rationalen Funktion 
von (2, u) nach 2 wird. 


Diese letztere Methode zeichnet sich vor den beiden 
vorhergehenden erstens dadurch aus, dass wir keine be- 
schränkenden Voraussetzungen über die Eigenschaften der 
zugehörigen Riemannschen Fläche zu machen brauchen, 
und zweitens, dass wir als unabhängige Variable, von der 
wir die Periodieitätsmoduln abhängen lassen, nicht nur 
einen Verzweigungspunkt der Riemannschen Fläche, sondern 
einen beliebigen Parameter wählen können, welcher in den 
Koefticienten der Grundgleichung auftritt; also zum Beispiel 
einen der sogenannten Olassenmoduln. 


Die vorliegende Arbeit stellt einen Versuch dar, die 
erste und dritte der erwähnten Methoden auf Beispiele 
anzuwenden. Die vom Verfasser gewählten Beispiele ge- 
hören zum Geschlecht = 5. Im ersten Beispiel wurde 
für die unabhängige Variable, von der die Periodicitäts- 
moduln abhängen, ein einfacher Verzweigungspunkt der 
Riemannschen Fläche gewählt, im Zweiten einer der 
3p— 5 Qlassenmoduln, 


T 


Erstes Beispiel. 


Sur 


Im Folgenden soll die Entwickelung der ersten der 
drei oben genannten Methoden in kurzen Umrissen gegeben 
werden, nach welcher die Koefficienten der Differential- 
gleichung der Periodieitätsmoduln eines Abelschen Inte- 
srals erster Gattung zu ‘ermitteln sind. Es sei % als 
Funktion von zZ durch die algebraische Gleichung vom 
Geschlecht 

| re un 0 
definiert. Wir setzen zunächst voraus, dass nur einfache 
und zu endliehen, von einander verschiedenen Werten 
2 = b; 

gehörige Verzweigungen auftreten, und ferner dass die 
Werte b von einander unabhängige Grössen sind. Bezeichnen 
wir nun mit S ein Integral erster Gattung, welches dadurch 
bestimmt ist, dass es für p—I1 vorgeschriebene, von den 
Verzweigungswerten unabhängige Grössen verschwindet 
und ist 


(1) J=\8d 
so ist: | 
041 ol 
20 
ob ob“ 
das Integral einer rationalen Funktion von (zZ, u). Stellen 
wir uns nun die Aufgabe, «+ 1 von z unabhängige 


Basen, in; „so zu bestimmen, dass 

0J Or 
2 II + rı—Ht::-: +Pu a) 
(2) ag) leer >; op , 


eine algebraische Funktion von zZ oder eine rationale 
Funktion von (2, %) wird, so findet man folgende 
Bedingungen: 


— L nn 


(a) Es muss 
u 2p 
sein, das heisst, im allgemeinen ist eine Gleichung von 
der Form (2) für u <2p unmöglich. 
Wenn aber die sämtlichen Periodieitätsmoduln P von J 
einer Gleichung | 


öup On P 
3 = 1: O1 Se Be 
(3) Rn HR 
genügen, 80 ist: 
ÖrdJ OT. 
8 — + Pu-1 Ro: J 
Mer Fee 2 + Po 
eine rationale Funktion von (zZ, wu). Die Bedingung 


bedeutet also: 


(b) Im allgemeinen ist die Differentialgleichung der 
Periodicitätsmoduln eines Abelschen Integrals erster Gattung 
nicht niedriger als der 2pte" Ordnung. Dass dieselbe in 
irreduktibler Form auch nicht höher als der 2pt*® Ordnung 
ist, ergiebt sich aus der oben erwähnten Abhandlung von 
Prof. Fuchs, Crelle’s Journal Bd. 73. 

(ec) Die Funktionen Ba Be. ei , 

ob Do 
Fundamentalsystem von Abelschen Integralen. Daraus 


bilden ein 


folgt, dass jedes, logarithmisch nieht unendlich werdende 
Integral 2 in folgender Form geschrieben werden kann: 


EI ST ek rn u) 
ob OR 

wobei die Koefficienten c von Z unabhängig sind und R 

eine rationale Funktion von (2, %) bedeutet. 

i Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (Z) mit 

88 


TER und setzen: 
c 


me HER Are 


AJ 
(5) > Res. ap Fuge — tl) 
so erhalten wir: 
(08 
(6) ER. 2) = No + Ne + IR 
+, PD = 01...) 


Dr. 
Da nun Syn ein Abelsches Integral ist, das nirgends 
N zp 


logarithmisch unendlich wird, so können wir 2 in der 


' O2P.7 
Gleichung (£) durch 3 ersetzen. Bezeichnet man ausser- 
p 


dem die zugehörigen Werte von cz, mit —P,, so geht die 


Gleichung ($) über in 
| ol DRRERT, 
en tun... +AJ—=R la 


ob 


Die Grössen ß ergeben sich aus den Gleichungen (P), 


welche die Gestalt haben: 


ent... 
+9,(4,)=0. 
Ist IT irgend einer von 'den Periodieitätsmoduln des 
Integrals -J, so folgt aus Gleichung (7): 


OP 2p—1 

(9) — + Pp-1 er ar +AN=0. 

Diese Gleichung stellt die Differentialgleichung der 
‚, Periodieitätsmoduln des Integrals J dar, deren Koefficienten 
durch die Gleichung ($) bestimmt sind. Die Ermittelung 
derselben aus diesen Gleichungen ist nunmehr möglich, da 
die Determinante: 

Elite) 


von Null verschieden ist. 


AR As 


(d) Sind die bisher gemachten Voraussetzungen erfüllt, so 


au] / 
wird die Funktion - Se in 5b unendlich. Es ist 
ob“ Ob“ 
demnach: | 
ASau 

(10) (Au) = Kes. ame" 

| sb Ob4 ob 
| (e) Es gelten ausserdem die folgenden Relationen: 
11 (ul) = — (Au) 
| (u) = 0 


und 

(12) (4,4) = D3 (0, 1)—q, D1(0,.+2) 
+4Ds20149 +... Du Or 

wo Da die «‘® Ableitung von g nach b und gu den a!” 

Binomial-Koefficienten von 9 bezeichnen. 

Man ersieht also hieraus, dass für den Fall, dass 
man die Koeffiecienten der Differentialgleichungen der 
Periodieitätsmoduln eines Abelsehen Integrals erster Gattung 
berechnen will, man nur die Funktionen (0, A) direkt zu 
bestimmen hat. Aus (/2) ergeben sich die anderen Grössen 
(A, «) und schliesslich aus den Gleichungen (Ö) die gesuchten 
Koefficienten. 


9) 
io. 


UN 


Es sei wieder: 
(A) TREE AL, 
irgend eine algebraische Gleichung zwischen 2 und % vom 
Grade m und Geschlecht 9. Ein Integral erster Gattung: 


\ Sdz 


ist bekanntlich dadurch charakterisiert, dass es überall, 
sowohl im Endlichen als auch im Unendlichen endlich 
bleibt. Der Integrand kann unendlich in den Verzweigungs- 
punkten werden, aber auch dann immer unendlich zu einer 


ie 


kleineren Ordnung als der Einheit, so dass J an diesen 
Stellen endlich bleibt. Nun ist: 

p (2, u) 
= Mer Fu(e, u) 
wo @ eine allgemeine, adjungierte Funktion des (m—5)'e" 
Grades von F (2, u) = 0, und F’. die erste partielle Ab- 
leitung von Z'(z, u) nach « bedeutet. Eliminiert man aber 
u aus den beiden Gleichungen (/) und (2), so erhält man 
zwischen 5 und 2 eine algebraische Gleichung Z' (8, 2) = 0, 
deren Grad und Koefficienten aus denjenigen von Z' und 
bestimmt sind. Diese Elimination selbst könnte ohne 
Schwierigkeit mit Hülfe der Determinanten ausgeführt 
werden, doch die Singularitäten der erhaltenen Kurve sind 
nicht leicht zu übersehen. Christoffel! hat die Gleichung 
zwischen S und Z sehr eingehend studiert, und die Schwierig- 
keit dadurch überwunden, dass er gewisse birationale 
Transformationen vornahm. Er hat gezeigt, dass, wenn 
für 2 eine geeignete Funktion der zu untersuchenden 
Klasse von algebraischen Funktionen, deren Ordnung ıt ist, 
ausgewählt wird, der Integrand Ö stets in die Form 


Da ty, 204m 
gebracht werden kann, wo die y ganze Funktionen von 2 
mit willkürlichen Koefficienten sind. Ihre Anzahl ist genau 
gleich 9. Die 0 sind Integranden erster Gattung. Das 
Wesentliche bei dieser Form von 8, welche Christoffel die 
„kanonische“ nennt, ist der Punkt, dass sie aus u—/ 
Gliedern bestelit, also einem weniger, als die Ordnung 
‘von 2 beträgt. Danach geht die Aufstellung der algebraischen 
Gleichung zwischen $ und 2 über in ein Problem der 
Invariantentheorie. Aufihrer Grundlage zeigte Christoffel, dass 


Ad A, Aue O 


1. Annali di Mathematica Bd. 9 


ee 


ist, wobei das zweite Glied stets fehlt und die A; im 
allgemeinen ganze homogene Funktionen 2. Grades von Yx 
darstellen, deren Koefficienten ganze Funktionen von Z von 
angebbarem Grad sind. Das Wichtigste bei dieser Gleichung 
ist, dass ihre Diseriminante in zwei Faktoren zerlegbar ist, 
nämlich 


DD uhAu2 

wo in den Verzweigungspunkten A= 0 und in den Doppel- 
punkten #== 0 wird. h bezeichnet dabei eine Konstante. 

Anstatt nun die verschiedenen Klassen gleichverzweigter 
algebraischer Funktionen einer Variabeln nach Geschlechtern 
zu klassifizieren, ordnet er sie nach Systemen s. vom Ge- 
schlecht p. Als Beispiel hat er das System u. = 3 aus- 
zeführt. Die Resultate desselben sind etwa folgende: Der 
allgemeine Integrand 5 ist Wurzel der algebraischen 
Gleichung: 

AS®—+ 48 -+4,=0 

wo die Koefficienten A, A,, A, in 2 nacheinander von 
den Graden: 


»p+ÄF Hp, p—2 
sind. Für A, können wir eine beliebige binäre kubische 
Form / (%,, 5) nehmen, wenn wir die Koefficienten dieser 
Form, die Polynomen in Z sind, und ihren zugehörigen 
Grad bestimmen. 

Abgesehen von konstanten Faktoren ist A, ihre 
Hessische Covariante und A ihre Invariante. 

A veschwindet in den Verzweigungspunkten der 
Funktion S, welche als lauter einfache vorausgesetzt sind. 
Diese Voraussetzung aber ist in keinem Fall eine aus- 
schliessende. A und A, haben ferner keine gemeinsamen 
Verschwindungsstellen. 

Wie ich bereitserwähnthabe, sollen nun die Periodiecitäts- 
moduln des Inteprals: | 


NEE 


AK \ Saz 


für den Fall, dass 5 zu den Funktionen vom Geschlecht 5 
gehört, einer genaueren Betrachtung unterzogen werden. 
Hier ist 5 also die Wurzel der Gleichung 


(5) F(8, 2) == as? h A8 + um a) 

wo dt, eine ganze Funktion von 2 vom 4%, «a, eine vom Gt“ 
und a eine solche vom 10% Grade ist. Bezeichnen wir 
weiter mit Öb, b,, da...d, die einfachen Verzweigungs- 
stellen der Funklion 8, so ist: 


9 
a=(z—b) IIL(z—b;) 
i—1 


Um die Koeffiecienten der Differentialgleichung der 
Periodieitätsmoduln des Integrals ./, aufgefasst als Funktion 
der Verzweigungsstelle D), auszurechnen — in dem Fall, 
wo p= 5 wird dieselbe von der 6? Ordnung — ist es, 
wie aus $ 1 folgt, nur nötig, die. Grössen (}, «) zu be- 
stimmen. Dazu ist die Entwickelung von S in einer Potenz- 
reihe in der Umgebung von 2=b notwendig. Um die- 
selbe zu erhalten gehe ich von der Gleichung ($) aus. 

SH. 

Bevor ich die Entwickelung in Angriff nehme, möchte 
ich erst eine Bemerkung über die Entwickelung einer 
n-deutigen, algebraischen Funktion machen, 

Es sei: 


er! 
eine irreduktible algebraische Gleichung zwischen z und % 
vom Grade n, ferner 2= a eine im Endlichen gelegene 
Stelle und 5, b,, d,...bn-ı die zugehörigen Werte der 
Funktion y. Setzen wir voraus, dass db im Endlichen liegt, 
so ist nach dem allgemeinen Taylorschen Satze, wenn wir 
zur Abkürzung sclıreiben: 


BE 


„Pp +4 F\ 


N 
97 OY 


x—a 
y-b 


9) Fa )=(@—-)Fety—d) Fu 
+5(@- a? Fu t?e-ay—b)F 
+W—b"Re)t- 


Die Reihe schliesst mit den Gliedern der nte® Dimension 
ab. Sind nun an der Stelle (a, b) die Werte 
ee We Een a 
dagegen die F, und Fom von O verschieden, so ist 2=4 
eine (m—1) fache Verzweigungsstelle der zugehörigen 
Riemannschen Fläche. In diesem Falle können wir der 
Gleiehung (2) die Anordnung! geben: 


() Fo@—a)+Fmyw—be 
+ (r— a)(y—b) @ — gay »)) 
mar @ 70, U »)| ui 


wobei WW Potenzen von (x—a) enthält, die höher sind als 
von der ersten, und solche von (y—b) welche höher als 


von der me” Ordnung sind. Setzen wir nun in dieser 
Gleichung 


c—a— MM y—b= »z 
und nehmen den Faktor z® aus, so folgt 


wo die Bedeutung von II klar ist. Für 2=0 hat die 
Gleichung (2) m von einander verschiedene Wurzeln ve 
die durch das Binom: 

(8) Fyı + Am =0 

bestimmt sind. In der Umgebung von 2=o hat die 


1. Siehe: Appell et Goursat: theorie des Fonctions $. 181 


kan ze bel 


Funktion » m von einander verschiedene Werte, die reguläre 
Funktionen von zZ sind. Es ist somit die folgende Ent- 
wickelung nach dem Taylor’schen Satze statthaft: 


(6) (v,) =, Tue+% a EM 


wobei v, aus der Gleichung (5) zu bestimmen ist; also: 


1 
v1 = - m m 
ER 
und 
ai, Hl ( d* 3 
Has Ya en 
(7) % 4! dz* vv MN) 


Nun wird sich rechnerisch leicht zeigen lassen, dass 


% 
a 
de” vZayı,2—=0 
wo Rx + 1(F').) eine Grösse ist, die rational aus den Ko- 
effizienten der Gleichung (2) zusammengesetzt ist, mithin 
auch rational aus den Koeffieienten der Gleichung (1) und 


der Grösse (a, b) gebildet. Sie ist also auch gar nicht 


N! 
mit der Irrationalität er behaftet. 


om’ 


Da nun 


y-b=w (sat? 
so folgt: 
1 2 
(I) y-b=n (— am + re — um 
+ 6,7, °(2 — den 
wo Cy fürRz — 1 (Fpa) geschrieben ist. Wenn endlich ge- 
setzt wird: 


er ut . (2 — or en: 


3 


m 


so haben wir: 


y—-bzvtot +? +eV 4 .... 
Naturgemäss gilt für rationale Funktionen von (x, y) eine 
ähnliche Entwickelung. 

Ist nun m = zZ oder 2 —=4 eine einfache Verzweigungs- 
stelle der Riemannschen Fläche, so können wir. die 
Gleichung (9) folgendermassen schreiben: 

1 2 3 
y—b = v,(e—a)? +, (@—a)2+ 1, (8a)? + ..... 


v 


I 
wo v» die Quadratwurzel aus dem — 1°) darstellt und 


Er 


- 


„ eine Grösse, die rational ausden Koefficienten der Gleichung 
zwischen & und % und aus der Grösse (a, b) gebildet ist. 
S 4. 

Ich gehe jetzt zur Entwiekelung des Integranden 5 in 
der Umgebung der Verzweigungsstelle z—= b über. Aus $ 2 


golgt, dass derselbe Wurzel der algebraischen Gleichung 


(2) as? + 08 + A, = 0 
i8t und 
a—= (?—b) (e—b,)..... (2—-b,) 


wo die Grössen b lauter einfache Verzweigungsstellen sind. 


An diesen Stellen sind immer zwei Zweige der Funktion $ 
1 


unendlich wie \ a, sonst ist sie überall endlich. Es Sei 


noch erwähnt, dass «, niemals gleichzeitig mit « verschwindet. 
Fir z=bist asoS, = —S, = ”'%, wo unter 8, und 8 


die unendlich werdenden Zweige von $ verstanden sind. 
Setzen wir in der Gleichung (7) 


1 
(2) Da 

V 
so erhalten wir eine algebraische Gleichung zwischen 
v und 2 


(3) Fow:)= av + a Ha>=0 


ee 


warmes 00 —r, — ON: wird. Entwickelt man in 
der Umgebung = 0 und 2=D, so folgt: 


4 6 
A EbWA=v Sad di ro N I 00 (abi + 


I) 1=() 


Ar 
ba 

da ab) =0. u bedeutet von hier ab die :t° Ableitung 
von a, nach 2 berechnet an der Stelle 2=b. Um nun v 
in eine nach steigenlen Potenzen fortschreitende Reihe zu 
entwickeln, verfahren wir genau ebenso wie in 8 3 angegeben. 


Wir setzen: 


eb = x VEYR 
und erhalten: 
4 6 
(8) Fay)=y nad + ya dari + 
rs ER 
A Fix adx-2 — ) 


nach Beseitigung des Faktors x?. Ist <—=0, so hat diese 

Gleichung zwei von einander verschiedene endliche Wurzeln, 
nämlich: 

—a(b) 

Ze N = ER 

Yı Y» d,(b) 


In der Umgebung von 2 =(0) sind also diese zwei 
Zweige von % reguläre Funktionen von x und können 
demnach in eine nach ganzen Potenzen von x fort- 


‚ sehreitende Potenzreihe entwickelt werden. Es ist in diesem 


Fall zweckmässig, noch eine Substitution vorzunehmen, 
deren Zweck bald einleuchten wird. Wir führen 

eh 
ein, so dass: 


(6) Fu, 2) = gu’ + gu +90 
wobei 
10 6 
er le 1, Nraleı er 
g= Iza®x = nr "= 
ee Bern, 
= 
ES = a, AI 


Bu ER a,(b) 
u = WW VER 


und in der Umgebung von 2 —=0 
du Te deu 
Wut. + rt 
5 ut er dla ==) 
Vergleichen wir die einzefiihrien Substitutionen mit S, so 


finden wir, dass 
a 
u Te | 
ist. Die Aufgabe, Ö in der Umgebung der singulären Stelle 
z2—=b zu entwickeln, verwandelt sich in eine andere, die 
Entwiekelung der Funktion «% in der Gleichung (6) in der 
‚Umgebung der nicht singulären Stelle © = 0, 

Aus der Gleichung (7) erhalten wir: 


1 2 
H u=um+m(e—b)? +a,(@—b)? 
Also: 


TE 


1 


= get + ER SEHE RE 


wo a, für u-ı gesetzt ist und 


er u=R m, 
RANGE ae 
KEINE, 


RT 


Die Werte «, sind aus der Gleichung (6) zu berechnen. 
Nun ist bekanntlich, wenn: 


F (u, ©) = gu? + 954 + 95 — 0 


und: 
7 : 
or) 
du or 
Bon 
ou 


Berücksichtigt man die Funktion 9, in der Gleichung 


(6), so sieht man, dass an der Stelle (0, «,): 


En u As a = Bl) uU — di, 
Da aber: 
ler 
n-/-5 
so folgt: 
Ben. Ge) iQ 
One 077 ( 
da R, 4 b) 


worin a, für a,(b) geschrieben ist. 


Zur Berechnung von «@, haben wir: 


DaR' OF du öF (du j 
du Er 0x2 1 oxdu da A ou (a | 
de or 

[6177 


Wenn wir in dieser Funktion u=u, und <= setzen, 
so erhalten wir: 


2* 


Differentiieren wir die Gleichung (7/0) auf beiden Seiten 
total nach x und setzen in dem so erhaltenen Ausdrucke 
= dmmduei, 80 wird: 


=D 

R(a®)) ist hierbei eine Grösse, die rational aus a” zUu- 
sammengesetzt ist. Die Fortsetzung dieses Verfahrens 
bietet nicht die geringste Schwierigkeit, führt aber zu 
etwas weitläufigen Formeln, welche wesentlich nicht ab- 


sekürzt werden können. 
Jedenfalls wissen wir, dass die Koeffieienten 


el. 
Ve da t 1/20 
alle endlich sind und aus der Bemerkung in $ 3, dass sie 


die Form haben: 


Dun R,, (a9) 


0, +1 UuRyrı (al) 


Es ist zum Beispiel: 


Bon 
) 
R & 3 
MR 
are N 
DR 
S5 


Ist 5 ein Integrand erster Gattung in einer eine 
algebraische Funktion der Variabeln 2 repräsentierenden 
Riemannschen Fläche vom Geschlecht 3, so genügen die 
Periodieitätsmoduln des Integrals 


Te \ S@e, 


m 


wenn man dasselbe als Funktion des einfachen Ver- 
zweigungspunktes b auffasst, der homogenen linearen 
Differentialgleichung: 


(2) a... A A 
und wenn 
OS} 
7 hose re 
we zb Ob% abe 


so ergeben sich die Grössen # aus den Gleichungen: 


N) AN FEANFAADH....+%rAN)=0 
Wenn wir mit f(z) eine algebraische Funktion von 
2 bezeichnen, und wenn ad eine gewöhnliche ausserwesent- 
liche singuläre Stelle dieser Funktion ist, so tritt in der 
Entwickelung von f(z) in der Umgebung von 2 = a nur eine 
endliche Anzahl von negativen Potenzen auf die Koefficienten 
9_ı von (2— a)! nennt man das Residutum der Funktion 
f(z) in Bezug auf die Unendlichkeitsstele z2=a. Ist 
a gleichzeitig eine (#w — I) fache Verzweigungsstelle der 
Funktion f(z), so schreitet die in der Umgebung dieser 
Stelle gültige Entwickelung von f(2) nach Potenzen von 


(e— a), fort. DBezeichnet man mit A, den Koeffieienten 


von (2—a)-! in dieser Entwickelung, so heisst das 
Produkt «A, das Residutum. 


Es ist: 
Startet 
ra,c- b)® a RN L 


nz 


+ = BEI Go ZEN ee 


a DE 


wobei «’, die Ableitung von «, nach b bedeutet. Schreiben 


wir der Uebersichtlichkeit wegen 


+2 ; „+ 2 | / 
Yayzı 9 a = 


und berücksichtigen im Folgenden nur diejenigen negativen 
.. ® 1 . 
Potenzen, welche höher sind als „, so erhalten wir: 


S=o_(e-b) 3 (e) 


[o/>) 1 AD 
=—Sanle-) +0) 
8 en MG 7 "4 
Fu; A | (2—b) aaa —1 


ea 2) 


(4 088. 5:3 SUR 
ze le—) 2 155 (0 at %20 


WE Bi 
@—b) 2 Se +71 IR)? rm 


[057% BD» Te DRIN 
5p4 see pr er (2—b) 2 — 98 (3a' _ı -H ya 


RR . 


7 3 5 
(eb) © 4 5 (de -ı 10) er De 


3 
er (a _ı +" tat )e-d)EH le 


. ra ee en le a. te a ah me oe Die 


wo die oberen Indices die betreffenden Ableitungen nach b 
bedeuten. Die Bedeutung der Paranthesengrössen («), (y) ete. 
ist hierbei ohne weiteres klar. Ersetzen wir zum Beispiel 
in der Reihe für 8 « durch y, so erhalten wir die 
Funktion (y); ersetzen wir « durch d, so erhalten wir (d) u. 8. w. 


In der Umgebung von 2=b ist ferner: 


1 3 
(5) J= 2u eo erebe 
£ 
+ 5% N ARE re 
Daraus folgt: 
KL, 
(10) = — 202 , 
I) = — 20, , tr. )te;® 


00, 200, (9 rn) 
+0, (2, +7_)— 5% ee 
Bun Pole er schd., tn) 
+0,(8e ,+%_,+9_)- 2%, (dd, 4+Y7_)) 


Le 5.8 
ee‘ 


Setzen wir in diese Formeln wieder für y_, ‚d_,ete. 


i ; IH: ? 
ihre Werte in a ein, das heisst: 


1 
Ya 3 aut: 
3 d 7 
zn 
15 9 4 3 dd [777 
ee a a 


BT a hen wi... 8, 0 ee 


so wird 
(0, = 
(10) = — 20? , 
8) (20) = — 2a_,8_, 
LAN EL ner er r A) 


(ie 2er aa er Sn a) 
+0, (de, + a) a0: 


Man ersieht hieraus, dass zur Berechnung - der 
Funktionen (Z0) und (20) nur die Koefficienten @_, und deren 


Ableitung nach b erforderlich ist; ebenso zur Berechnung 
von (30) und (40) die Koeffieienten @_,, 


weiteren Durchführung der Rechnung stellt sich in äbnlicher 
Weise heraus, dass zur Bestimmung der Grössen (05) und 
(06) die Kenntnis von «_,, @,@yl,,c, und ihrer Ab- 
leitungen nach Db erforderlich ist. 

Es seinun daran erinnert, dass nach $ 4 Gleichung (12): 


(9) 1 En Fuss ale 


&,0, Bei Suer 


. . ®. L . [3 
und 15, , eine rationale Funktion von a) ist. u, Ist 


definiert durch: 
42) 
A — 5 
1 % a 


Ullee Ar x 
und a) ist die '° Ableitung von ad, nach zZ, berechnet an 


z=b, wo Ad, die Koefficienten der Gleichung ($) sind. 


Da: 
V ds 
a -ı =uU = —a, 
dA 


so folgt aus (9): 


DE U, 
(10) = u=23 
4,0 + 0A; 
(20) = — un, = 2, 


Aus (8) und (9) ersieht man sofort weiter, dass die 
Grössen (A 0) die Irratienalität v, gar nicht enthalten, 


® D .. . . v 
das heisst, diese Grössen sind rational aus a) zusammen- 


gesetzt, oder mit anderen Worten, sie sind rational in 
Bezug auf den Parameter 5. 

Unter Berücksichtigung von $ 1, Gleichung (12) folgt 
ferner: 

(2) = D(0,9 — (0,,+ 1) 
(10) (2) =D? (0,1) — 2D (0,2 +10) +(0,%+ 2) 


(64) = .D° (0,4) — 6D°’(O,A-+-I)-+.... 
++ 6D (0,45) — (0,24 6) 
wo mit D*die «‘® Ableitung nach bangedeutet ist. Aus diesen 
Gleichungen ersieht man, dass die Grössen (), WA =(, 
1....6, u—=0, 1,....6 sämtlich rationale Funktionen des 
Parameters D sind. 
Es war weiter (siehe Gleichung (/) dieses Paragraphen): 


M)HLASHFEAHNL....+ BP, (A, 0) ee 
und: 
Au (u) - (uu)=0 
Liegt aber ein System von Gleichungen: 


sr: rl 
N RER: SE 


vor und ist 


du = 0, N 

so haben wir nach den Bezeichnungen, welche in der 
„Theorie der Determinanten“ von Baltzer (85, 8) gebraucht 
‚sind, die Auflösung: 


E20, =yli.aee tin Net 


(15) a 
el oe 5] 


Es ist zum Beispiel: 


a) 
[1.2....6])= a, [3456] + a,; [#562] +. ... + a,,[2345] 


— 4,5 [Az4 Az 4 Azz Ag 4 Az Al + 
— 4,5 [As Os Gy Agp 4 Asa As) + 


+ 46 [3 Ay; 4 Q24 Agg + Ro Aal + 
Setzen wir in den Gleichungen (12) 
| a,=(.—1xr—]) 
y»—=— (#—1,6), 
so ist: 
ß, E> T, % 


womit die Auflösung der Gleichungen (//) bewerkstelligt 
ist. Da die Funktionen (2? — 1, z — I) rationale Funktionen 
der einfachen Verzweigungsstelle 5b sind, so stellen auch 
die 5, die Koefficienten der Differentialgleichung der 
Periodieitätsmoduln des Integrals .J, betrachtet als Funktion 
der einfachen Verzweigungsstelle b, rationale Funktionen 
derselben Grösse dar. 

Diese Ergebnisse lassen sich selır leicht verallgemeinern 
und auf die Fälle ausdehnen, wo die zu untersuchenden 
Funktionen einem höheren Geschlecht als 9 = 3 angehören. 


Zweites Beispiel. 


In diesem Beispiel sollen die Periodieitätsmoduln eines 
Abelschen Integrals erster Gattung als Funktionen eines 
der Klassenmoduln studiert werden. Wie Prof. Fuchs 
bewiesen hat!, genügen sie linearen homogenen Differential- 


1. Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften 1897 S. 7. 


ER: N 
gleichungen, deren Ordnung nicht höher, wohl aber niedriger 
als 2p sein kann. Wenn es gelingen sollte von vorne 
herein zu beweisen, dass 2» die niedrigste Ordnung der 
Differentialgleichung der Periodieitätsmoduln eines gewissen 
Abel’schen Integrals erster Gattung als Funktion eines 
der Klassenmoduln betrachtet, 2p ist, dann könnten wir 
die Koeffieienten dieser Differentialgleichung äbnlich wie 
jm ersten Beispiel ausrechnen. Ist jedoch die Ordnung 
der Differentialgleichung noch unbekannt, so ist dieses 
Verfahren nicht mehr brauchbar. Für alle diese Fälle 
muss man zu der bereits eitierten dritten Methode seine 
Zuflucht nehmen. Dieselbe soll im Folgenden an einem 
Beispiel erläutert werden. 

Der Einfachheit halber gehen wir aus von einer 
algebraischen Gleichung zwischen zwei Variabeln vom 
Geschlecht p=5. Es sei also : 


(2) Fa) —0 


eine solche Gleichung vom Grade m. Weiter sei voraus- 


gesetzt, dass der Grad in © und y, einzeln genommen, höher 
als 2 ist, da wir sonst zu hyperelliptischen Funktionen 
kämen, welche wir hier nicht näher betrachten wollen. 
Zu F= (0 gehören drei von einander linear unabhängige 
adjungierte Y-Funktionen, vom Grade (m—5), welche wir 
mit 9,, fo, P, bezeichnen wollen. Abgesehen von den 
Doppelpunkten der Kurve F= (0 verschwinden diese 
p-Funktionen in 2p—2 = 4 Punkten. Wenn wir nun 


Yı f2 

— 74 fe 

1 Kar: un, 
setzen, so entspricht jedem Wertepaar (x, y) ein Werte- 
paar (x,, %,) und umgekehrt. Die algebraische Gleichung 


(3) IR (2, Yy,) =09 


welche zwischen x, und %y, besteht, ist also als eindeutige 


BR ne 


Transformation von F' (x, y) = O anzusehen. Die Gleichung 
ist vom 4% Grade in x, und %, was man ohne weiteres 
findet, wenn man beachtet, dass die Substitution (2) von 
der vierten Ordnung ist. Da nun das Geschlecht gegen- 
über der Transformation eine absolute Invariantenzahl ist, 
so stellt die Gleichung wieder eine Kurve vom Geschlecht 5 
dar. Nun kann aber eine Kurve der vierten Ordnung 
höchstens !/, (n—1) (n—5) —= 5 Doppelpunkte haben, wenn 
also das Geschlecht dieser Kurve 3 ist, so hat sie über- 
haupt keinen Doppelpunkt. Die Kurve ist dann identisch 
mit der sogenannten ÜClebsschen Normalkurve! von der 
(p + I) Ordnung. Auf die Kurve (5) kann man noch 
eine eindeutige Transformation anwenden, ohne dass die 
Ordnung derselben geändert wird, nämlich eine homo- 
graphische 'I’ransformation. Dieselbe könnte sehr gut als 
eine Wiederholung der Transformation (2) angesehen werden, 
denn eine zu der Kurve (5) gehörige 9-Funktion ist nichts 
anderes, als eine beliebige gerade Linie. 
Setzen wir nun: 


(4) ne eh ah Be Royı + Ps%ı tb Y 

ey rt Pat + Ya “sy + PeWı t Ye 
so erhalten wir eine algebraische Gleichung zwischen % 
und 2 von der 442 Ordnung: 


(5) 2iue)=0 


Im allgemeinen hängt die Kurve, welche durch diese 


Gleichung dargestellt wird, von vierzehn unabhängigen 
Parametern, den konstanten Koefficienten ab. Da nun die 
Konstanten in der Transformation (2) beliebig sind, so 
können wir sie so wählen, dass acht von den Koefficienten 
der Gleichung (5) irgend welche vorgeschriebenen Werte 
annehmen. Es bleiben auf diese Weise nur noch sechs 


1.Vergleiche: Appell et Gaurat: „therorie des Fonctions ete.” S. 478. 
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unbestimmte Parameter übrig. Diese (5p—5) Konstanten 
nennt man die Klassenmoduln. Sie sind der eindeutigen | 
Transformation gegenüber, ebenso wie die Zahl p invariant 
und haben ferner die Eigenschaft, dass sie von einander 
unabhängig sind.! Wählen wir in der Substitution (4) die 
Koeffieienten so, dass die acht Koeffieienten der Gleichung (B), 
die durch diese Wahl bestimmt sind, sämtlich den Wert 
Null erhalten, so lässt sich (5) folgendermassen schreiben: 


(6) F' (2, u) = ut + bu? 4 Dr2 —- aa + 2 -H b,e-+ Da 
wobei unter den Grössen b die Klassenmoduln zu verstehen 
sind. Setzt man zur Abkürzung: 


a a a a Fr Du a FR 
so hat man: 
(7) Fe, Ww=wW+bW+ a0. 


Durch eine analytische Untersuchung dieser Kurve, bei der a, 
die abhängige Variable u gar nicht enthält, kann man 
sich direkt leicht überzeugen, dass sie im allgemeinen vom 
Geschlecht 3 ist. Wäre sie nieht vom Geschlecht 5, so 
müsste sie, da die Ordnung in beiden Veränderlichen 4 
ist, wenigstens einen Doppelpunkt haben. Dies würde 
aber erfordern, dass in diesem Punkte nicht nur F (zZ, u) 


zugleich verschwinden. Es müssten 
I, 


0“ 


Ö 
und aan auch 
ou Ö 


dann aber bestimmte Relationen zwischen den Grössen b 
bestehen, da dieselben aber von einander unabhängig sind, 
‚so wird im allgemeinen die Kurve keinen Doppelpunkt 
haben und daher vom Geschlecht 5 sein. 

Dieser Nachweis kann noch in anderer Weise gebracht 


werden. 


1. Vergleiche Stahl: Abelsche Funktionen S.169. 


STR 
Es findet bekanntlich die Relation 


[42] 
Da gl 


statt, wenn w die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte 
bedeutet und n die Ordnung der Gleichung, oder in einer 
anderen Form, es ist: 


RER 
Den 


wobei unter X (r—/) die Summe der Ordnungen aller 
Verzweigungspunkte der zugehörigen Riemannschen Fläche 
darstellt. 

Die Diskriminante der Gleichung (7), gebildet in Be- 
zug auf u, ist: 


D = 16bta,(—b? + 4a,)? 


wenn man die Diskriminante der allgemeinen Gleichung von 
vierter Ordnung nimmt und die entsprechenden Koeffieienten 
einsetzt. Die Wurzeln von D=0 sind entweder Ver- 
zweigungspunkte oder Doppelpunkte (oder Rückkehrpunkte). 
An jedem Doppel- oder Rückkehrpunkt verschwindet nicht 


- 


OF 
nur D, sondern auch Ta Bu Da jedoch, wie man sofort 
zZ 


sieht, a‘, mit D keine ‚gemeinsamen Verschwindungsstellen 
hat, so folgt, dass die Wurzeln von D=0Ö lauter Ver- 
zweigungsstellen sind. a, 
Grade, also ist D in Bezug auf 2 vom 12 Grade. So- 


ist ein Polynom in 2 vom vierten 


mit ist: 
( le, 


‚Dass 2= 0 kein Verzweigungspunkt ist, kann man 


; : R ' or 
sich leicht überzeugen, wenn man in Gleichung (7) für u — 


Ran IE 


und für 2 setzt. Entwickelt mann dann ® in der Um- 


gebung von t=(, so findet man, dass die Werte von v 
an dieser Stelle nicht verzweigen. 

Die Wurzeln von a,—= 0 sind einfache Verzweigungs- 
stellen der Riemanuschen Fläche, das heisst wenn wir mit 
U, U, Us, U, die vier Zweige der Funktion % bezeichnen 
und mit &,, @, @,, @,, die vier Wurzeln von d, =0, wenn 
ferner z=o;, so wird u, =u, und bei einem Umlauf . 
von 2 um «, geht «, über in «,, während «, und «, bei 
diesem Umlaufe ungeändert bleiben. Ist aber 2 gleich 
einer der Wurzeln fa, —b’=0, so ist etwa u, =u, 
und 4, = u,. Lassen wir 2 um diese Stelle nun einen 
Umlauf machen, so permutieren u, mit 4, und %, mit u,. 
Wir sehen also, dass die Kurve, deren Gleichung (7) ist, 
vom Geschlecht 5 ist, es gehören zu ihr somit drei 
lineare, von einander unabhängige Integrale erster Gattung: 


n=| Se Meran) 
wobei bis auf multiplikativen Konstanten 


DE EN Zr Ni 
Au Hu? ° Au? 2u’ 3. Au? + Abu 
Die Periodicitätsmoduln dieser Integrale betrachtet 
als Funktionen von b genügen linearen homogenen Differential- 
gleichungen, die ich im Folgenden studieren will; zunächst 
sollen die Periodieitätsmoduln von J,, J, und J, einzeln 
für sich betrachtet werden und daran sollen sich einige 


= 


Bemerkungen über die Differentialgleichung anschliessen, 
welcher die Periodieitätsmoduln des allgemeinen Abelschen 
Integrals erster Gattung genügen. Das allgemeine Integral 
ist, wenn mit O,, Cs, C, drei willkürliche Konstanten be- 
zeichnet werden: 


TER LEN 


89. 


Wir wollen zunächst das Integral: 


= \5102 
betrachten. Wenn nun y als Funktion von & durch eine 
algebraische Gleichung (x, y)—=0 vom Grade n definiert 
ist, so kann bekanntlich jede rationale Funktion von (z, %) 
in folgender Form dargestellt werden: | 
kay=Lh+lytby+..... In-ıy?" 
wo die Werte Z, rationale Funktionen von 2 sind. 


Der Integrand 


1 


via 
kann also mit Hülfe von: 
(N) w“+ bu +a,—=0 


in der Form: 
Ss =, + Lu+ Zu’ Lu? 

dargestellt werden. Die Bestimmung der Werte Z, ist 
durch Ausrechnung einiger symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln %,, %,, %;, %, der Gleichung (1) zu bewerk- 
stelligen. Wir können nämlich schreiben: 

< f 4u: + 2bu, 

= 3 9 Aurz c 
ı Zu + bu, 4u2 + 2bu, 


4u3 + 2bu, Zu + 2bu, 


a f N FE: 7 
4uz + ?bu, Zu + 2bu, 


Der Nenner dieser Funktion ist eine ganze symmetrische 
Funktion der vier Wurzeln, also nach dem Hauptsatz der 
symmetrischen Funktionen auch eine rationale Funktion von 


FEICT IE 


b unda,. Da nun Zu? -+ 2 bu die erste Ableitung von F 
nach « ist, so kann man dem Nenner die Form: 


4 
Er Fi (u) 


geben. 

Diese Funktion ist, da der Koefficient von «* I ist 
und der Grad der Gleichung eine gerade Zahl, genau gleich 
der Diseriminante von !'—= (0 in Bezug auf u. Der Nenner 
ist also (nach Seite 24): 


D = 16bta,(4a,—b°)? 


Der Zähler, welchen wir mit Q bezeichnen wollen, 
ist eine symmetrische Fnnktion der drei Wurzeln «,, %,, «4, 
also eine rationale Funktion von u,, a, und b. 

Die Ausrechnung des Zählers gestaltet sich folgender- 


massen. 
Wir haben zunächst, wenn wir ausmultiplizieren: 
(4) Q= 64 (uzusuR) + 326 (ufuzu,) + 160° (u}u,%,) 
+ 8b°(u,u,U,), 


N | 
wobei man den Wert der Paranthesengrössen erhält, indem 
man die oberen Indices beibehält und die unteren auf alle 
mögliche Weise permutiert und die Summe aller so ge- 
bildeten Glieder nimmt. Es wird dann: 

3 


3.,3,8 u 
(wuzu;) = m 
4 2 2 
Ay bta, + ai + uiba, 
14575 7 
1 
za le 
B) 4 41: 
WU en nn 
du, z 
4, 
(u,%3%) = — 


u, 


BET: 


Setzen wir diese Werte in Q ein, vereinigen die gleich 
hohen Potenzen von %, und machen von der Gleichung 


DE TE EN 
u=—u bu: 


Gebrauch, so erhalten wir: 

Q—=8(—b? +4a,) ud + 8 (6b?a, — b* — Sad) u, 
oder wenn: 

a. 20] 
Tl, — da, — b? 
gesetzt wird und dementsprechend 
Di oben, 
Q = dhn,u} + 8u 


7%, (7, — 7%,) 


Dafmun.n, = Re und «, ein beliebiger Zweig der 


D 
Funktion «4 ist, so haben wir: 
7 1 b 
(5) ee: u° 
I WRNSLE IL, 


Wir wollen zunächst die Ableitungen nach dem Parameter b 
bilden. Geben wir der Gleichung (5) die Form: 


(7) 8, — PU + Pos u, 


so ist: 


08, __ Por , 0u | Oos SL» „ou 
(7) ob En Ha + Pos WE 


Nun ist: 


(8 ++, —0 

woraus: ° 
ou u? 5 
TI A ey 


Setzen wir diesen Wert in (7) ein und reduzieren alle 


Bee 


höheren Potenzen von « vermittelst der Gleichung ($), so 


bekommen wir; 


- 


8 
A — Put Piz W 


Hierbei sind ß,, une ,, definiert durch: 


oß b 3 7U 

; Pi >= AR = Poı In, u Pos #2 
Oßo: 1 3 b 

Pis er: en ie Poi 7, 3 P) Pos 7%, 


Dieses Verfahren kann beliebig oft wiederholt werden. 
Setzen wir allgemein; 


OPr—ı, 1 N b 5) TC 
Pa = 5b + Py—1,1 I, E99 en En 
0Px—1,3 H 5 b 
ee De an 
so wird: 


% 


$ 3 
= Pai u a7 Bu u 


(10) 2 
In ähnlicher Weise erhält man: 


08, 
02 


(11) 


3 3 
a 
wo «,, und @,, wie auch %, und #,, rationale Funktionen 


von 2 sind. 


Eliminieren wir aus den Gleichungeu (6, (10) und (11) 
die Grössen u°, u, u”, so erhalten wir; 


S, Poı Pos 

08, 

%ı &1g 

08, Pi ß 

0” z | 
oder 
(12) Ä Dian M,o8, + My 

oD” 


wenn M,o und M,; durch die Gleichungen eingeführt 
werden: 


eußys — Pratıs 2 Pa1Pos — Poıßz3 


E = 
O1 Pos u i Po — Bor kıs 


(13) My = 


Die Funktionen 97 und 943 habe ich mit Hülfe der 
Gleichung (9) für k=1,2... . 6 ausgerechnet und durch 
ein ähnliches Verfahren auch die Werte der Funktionen 
@,, und «,, erhalten; unter Zuhülfenahme der Gleichung 
(15) wurden sodann die Funktionen M»0o und Ma1 für 
k=1l, 2.:... 6 bestimmt, eine Rechnung, die ohne 
jegliche Schwierigkeit ist, und daher an dieser Stelle nicht 
erst durchgeführt ‘werden soll. Bezeichnet man mit =, 
die erste Ableitung von z, naclı 2, so lauten die Resultate 
folgendermassen: 


M=1 

M.= Sb 
a! 

u, ZW H+ Im 


Shrc 


u _ 390° + 2erı,) 


40 7 lon} 
9:7:5.3(1272 + 527,6? + 116%) 
Er 
11:97°5.13b* + 100n,b? + 68n} 
Su in 64n: 
M,=0 
Far an, 
2 ut, bre,' 
IE 
le 
; al Aa. 
| 5-3, (3b? 4 2x.) 
er 1 m 
e Antbr? 
(53 n,(b? 4 2% 
un) 
:14,2 
E 9:7:5:37,(4n2 + 20,6? + 50°) 
a; a 
2. MR R6 Ir (Sb + 0b + 
. rer 8m 170 
da nun 
ei 9 — MS) MS 


wo M’.ı die erste Ableitung von M,1 nach 2 ist, so el 
‚die Gleichung (12) über in: 

OS, 
obx 


Wir haben es hier mit Funktionen vom Geschlecht 3 
zu thun, es können daher die von 2 unabhängigen Grössen 
er ß, so bestimmt werden, dass 


(14) 


= M,— Mu) +— — (My 8) 


a ee ar + 18 77: me = Re, u) 


wobei R (z, u) eine rationale Funktion von (2, u) dar- 
stell. Wenn wir also: 


P,=M,—M 
setzen, SO muss 


Dr ERS 


der Differentialquotient einer rationalen Funktion von (2, u) 
sein. Soll aber eine rationale Funktion von (2, u), 
H (z, u) der Differentialquotient einer rativnalen Funktion 
von (2, «) sein, so müssen folgende Bedingungen erfülllt 
sein :(!) 

1. Die Residuen von A (z,u) müssen sämtlich gleich 
Null sein. 

2. Sind &, 5 - - : - &p irgend ein Fundamental- 
system von Abelschen Integralen, so muss die Gleichung 
bestehen: ; 


N, 
ml 2 Ten 
Die Bedingungen 1 sind für 2 von selbst erfüllt. 
049, 
obx 
unendlich wird, das heisst an den Verzweigungsstellen und 
in den Entwickelungen, welche in ihrer Umgebung gelten, 
treten negative Potenzen nur mit gebrochenen Exponenten 
auf. Die Residuen der Ableitungen rationaler Funktionen 
von (2, u) sind ausserdem gleich Null, die Gleichung 


0x, 
Ohr 


Denn 


wird nur an den Stellen unendlich, wo &, 


= tz (Mu, 5) 


1. Hümbert: Acta mathematica Bd. 10, 
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ergiebt also, dass auch die Residuen von PS und infolge- 
dessen auch die von 42 Null sind. 

Die Bedingungen 2. liefern uns die folgenden 
Gleichungen: 


I Resı 8 P,-ERP m n. 


HP} SE, = 0 
EI N 


also im Ganzen 6 homogene lineare Gleichungen mit 
7 Unbekannten fi. Wir können aus ihnen also die Ver- 
hältnisse der Grössen 5 bestimmen. 

Aus den oben angegebenen Werten von Mxo und M«1 
sehen wir, dass | 


9, 
Marsa 
TE TU, EIER 6 
rl) 


wenn 9, eine ganz rationale Funktion von 2 ist. Die 
Bestimmung derselben aus den Werten M ist mit keinerlei 
Schwierigkeiten verknüpft. Da 


Tl, — (4a, m. u) 
[6177 
4 I 2 4 
a 02 


so werden Residuen nur an den Stellen. wo (Sa, — b°) und 


a verschwinden und an den Unendlichkeitsstellen der 


"Integrale austreten: Für dv cn. el 2 könnenzwir 
aber die sechs Normalintegrale setzen, die zu der Grund- 
gleichung Z'(z, v)= 0 gehören, oder auch lineare Funktionen 
derselben wählen. Bezeichnen %,, Ws, %, drei Integrale 
zweiter Gattung, von der Beschaffenheit, dass sie an den 
von einander unabhängigen Stellen @,, Ads, 4, bezüglich 


Denn 


a 
—— werden, so lassen sich diese drei 
% 


unendlich wie 


wi 


Integrale zusammen mit J,, Js, Js, (1. Seite) als lineare 
Funktionen der sechs Normalintegrale darstellellen. Wir 
erhalten dann ein System von Abelschen Integralen. 
Wählen wir hierzu die Integrale &,, 5 . - - $, so bleibt 
nur noch übrig, die Funktionen AS, Sm 1=1,2,...6 
m—=1, 2,...6in der Umgebung der ausserwesentlichen 
singulären Stellen. dieser Funktionen zu entwickeln. Thun 
wir dies und setzen: 


0 


ae er 
ar LEBER NS, u 


i =m 


so können wir die Gleichung (/6) schreiben: 


Be ; Ba Ps 
m:= 1, 2, ee 
so dass: 
Br I || 
Ps | Gun. 


wo die Bedeutung von [ o,,, |] und | o,,] klar ist. Es sind 


die Verhältnisse der Grössen ß welche der Gleichung (75) 
genügen. Setzen wir diese Werte ein und integrieren die 
Gleichung (15) über einen beliebigen Querschnitt der 
Riemannschen Fläche, so erhalten wir die Differential- 
gleichung: 


olI 
AUT T RE Due ae a 
der Periodieithtsmoduln des Abelschen Integrals 


J; =|8 dz 


als Funktion des Klassenmoduls 5 betrachtet. 


ee Je 
88, 


Die Differentialgleichung der Periodieitätsmoduln des 
Integrals 


J, = 8,42 


wird der vorhin diskutierten Differentialgleichung sehr ähn- 
lich, denn es ist: 


HN £ 
2? Au? Abu 
ei 5 S 
somit Ba nd es} 
obx ob 


Die weitere Rechnung ist der vorigen genau analog, 
sodass sie hierunberücksichtigt bleiben kann. 
Wir behandeln nun das Integral: 


Al Is. dz 


wo Du 1 
= — ==> 


Au? + 2bu Au? + 2b 


u + bu +d, =0 


oder: n n2 
hr Vö-. 


so folgt, dass 


ist... Da a, ein Polynom vom 4ten Grade in 2 ist, so 


ist das Integral J, ein gewöhnliches elliptisches Integral 
erster Gattung. 

Bekanntlich genügen die Periodieitätsmoduln eines 
elliptischen Integrals erster Gattung, als Funktion des 
Moduls %# betrachtet, einer Differentialgleichung &#e” Ord- 
nung. Ist: 

dx 
2 VOR 


das eliptische Integral so lautet die betreffende Differential- 


gleichung: 
0°y 0,0 0Y 
Kl H J2- 5% Pe 
u I—ıx 32 + (I—5% I an) 


Die Herleitung derselben kann einfach nach der all- 


gemeinen Methode erfolgen. 
Es werde nun das elliptische Integral erster Gattung 


in der Form 
V x(2&—1)(2—u) 


als Funktion des Verzweigungspunktes « betrachtet. Von 
dieser Form geht auch Prof. Fuchs in seinen Vorlesungen aus. 


Ist nun 
DE 7 
Yz@—2 (2—u) 
so wird: 
OL 
u (x-u) 
DD DE 


— 


ou? 4 AIlc—u)? 


Da nun ein elliptisches Integral vom Geschlecht 7 


LE PORR 


ist, so ist es stets möglich, die von £ unabhängigen 
Konstanten D,, B,, D, so zu bestimmen, dass 


u Bi En 


ou? or 


wird, wobei AR (w, &) eine rationale Funktion von (w, &) 
ist. Wir können diese Gleichung in die Form bringen: 


| 7 Eee 7 Ö 
\2i +B,. 5 (2- u) + 7 B,(2—u) (0 = as R(w, &) 

Dazu ist nach der allgemeinen Theorie (siehe Bed. 2 
Seite 38) erforderlich dass 

1 ea 8 - nz ee 
x Res. Bo +5, 9 (x--u) + 7 B,(x- -u) \oX, == N 
und 
en m? au e w dx 
5 "c—u 


die Integrale erster, beziehungsweise zweiter Gattung sind. 

Die. linke Seite der Gleichung (%) hat nur an der 
Stelle 2 =u ein Residuum. In der Umgebung dieser 
Stelle ist: 


1 


1 3 
ee / >17 a 
BE N a) Re 3 a 
1 


= = Co + ER 5 —— u) = 
9 2 
+za1@Zu) Hi... 
er 
Re, a 
= = 
+ 2e, (2 — u) r3@—W + .... 


wenn c, und c‘, Integrationskonstanten sind. Es ist somit: 


06, = — a (€ — —(3 a - 2A UWTr: 
Für die zwei Gleichungen (2) bekommen wir also: 
Dr ee) 
BE + Bla IR =0 


Bezeichnen wir ferner die Funktion (u (u—1)) mit 
und ihre erste Ableitung nach « mit 9‘, so wird: 


Kr ii 
ı =) De ONE ’ 
5 3 
ae. E ep) 
und: 
en 2 
f 
HL. 
DB, - ,,B.=0 


Hiermit sind die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
den drei Grössen D,, D,, BD, ermittelt. Wählen wir zum 
Beispiel DB, = '/,, so folgt, wenn wir für @ seinen Wert 
in n einsetzen: 

B,=uWw—12), 2 =?&Au—) 


D) 


Die Gleichung (5) lautet also: 


0° 


+2 — DE + Bu ehe = ne ©) 


Wenn wir nun die beiden Seiten der Gleichung als 
Funktionen von & auffassen und sie über einen der Quer- 
schnitte der Riemannschen Fläche integrieren, so erhalten wir: 


SH Ynıc 
N öp 5 op 
wo P einer der Periodieitätsmoduln von \o dx ist. In 


seinen Vorlesungen zeigt Prof. Fuchs, dass, wenn man 
in © 


setzt, \v dx übergeht in: 
dz 
Vi 2) (1 2222) 


= 77 


Führen wir in der Differentialgleichung (4) = 
I 


P=ky ein, so nimmt die Differentialgleichung: 


dı 
tu —y=0 
die Form an, in der sie Legendre abgeleitet hat. 
In dem Folgenden sollen die Periodicitätsmoduln des 


elliptischen Integrals erster Gattung 


nn. 


1 — \ $,02 


nieht als Funktionen des Moduls x sondern als Funktionen 
des Parameters 5b studiert werden. 
Es ist: 


Bezeichnen wir mit «, «@,, @,, &, die vier Wurzeln 
von b’—4a, =O0 so können die von 2 unabhängigen 
Grössen 99 4, P5 So bestimmt werden, dass, wenn E ($, 2) 
eine rationale Funktion von (S, 2) ist: 


N 


5 0, _ 
Da aber: 
Omen : 
= b 
88 RE 
= — 83 4 36288 


so geht die Gleichung (5) über in: 


5 DR Ö 
(6) ° 2095 — PıB83 — P3(8: — 9050.) — 5, 3) 2) 


Nach der allgemeinen T'heorie muss also sein: 
(7) 3 Res. (ps — PıbS} — Px(S5 — 3083) en 
wo 


E = \ Sadz 


und « eine der Wurzeln von b?—4a,—=0 darstellt. Z, 


und [, sind somit Integrale der ersten bezw. zweiten Gattung. 
Es sei nun in der a vonne —ı 


BIC, ı (2a) El ale +. 


„ 3 3 
SR e 
5 5 5 a 3 
B—c-1(2—e)"3 + decke —a)E-+ . 
h 1 i 
= Bee) +6 le—0)8 
9) 


Führen wir diese Reihen in (7) ein und bezeichnen 
die linke Seite dieser Gleichung mit X Res H[; so erhält 
man: 


Res. HG = — Ap,bet , + p,(4&, + 64° ‚c) 
SSR (da,(e))-2 HEHE ee? 


wo FR (@) die »t° Ableitung von @, nach 2, berechnet an 


der Stelle « bedeutst, so ist: 


ro); 
| 1 b? ale) i 
Tr P> ey — EICHE .)= —r,f,(e) r P>ls(«) 


Um das Residuum F{, an er Stelle a 2 —= 1,2, 5 
zu erhalten, ist es nur nötig, /, und /, « durch «, zu er- 
setzen; die Entwickelung von HL, in der Umgebung von «, 


wird ja dadurch erhalten, indem man in der Entwickelung 
dieser Funktion in2=a«a «a durch «, ersetzt. Thun wir 
dies und berücksichtigen, dass die Summe der Residuen 


von H,T Null sein muss, so erhalten wir die lineare 
Gleichung: 


pi hl) + +73 ha) =0 


wo der Symmetrie wegen «, für « geschrieben ist. Da 
nundieKoeffieienten dieser Gleichungsymmetrische Funktionen 
der Wurzeln der Gleichung b’—4Ja, = 0 sind, so sind sie 


- rational aus b und den Koefficienten von a, zusammen- 


zusetzen. Sind o, und 0, derartige rationale aus b und 
den Koefficienten von «a, zusammengesetzte Funktionen, so 
kann man schreiben: 


(9) P,9, 4 92% — 9 
In ähnlicher Weise gestaltet sich die Berechnung des 
Residuums der Funktion HL, an den vier Stelen «. 


en 
Es ist: 
SRes Hi, =p,r,(e) +Pır, (@) + P3 r3 (e‘) 
unter der Vorraussetzung, dass die Funktionen r, («, ) 


rationale Funktionen der vier Verzweigungsstellen «, sind. 
Da jedoch die Entwickelung von [, in der Umgebung von 
e=a(i=1, 2, 5,) nicht dieselbe Form hat, wie die- 
jenige in der Umgebung von2=a«, so sind die Funktionen 
r„(@, ) nicht wie die Funktionen If, (@, ) und U % («, ) 
symmetrisch in Bezug auf die vier Grössen «,. An den 


Stellen «,, @, «, ist jedoch das Verhalten der Funktion & 
das gleiche. Daraus folgt, dass die Funktionen r, («, ) in 


Bezug auf diese drei Wurzeln von Ja,—b?” = () symmetrisch 
sind, sie können mithin als rationale Funktionen der vierten 
Wurzel a aus b und den Koefficienten von a, zusammen- 
gesetzt werden. Danach haben wir für die zweite der 
Gleichungen (7): 


(9) Pro (+ P19, (@) + P2Q (e) = 0 


wobei die Werte o, («) rationale Funktionen des Verzweigungs- 


wertes « sind, dessen Koefficienten Polynomen in b und 
in den Koefficienten von «, sind. Aus den Gleichungen (6) 
und (9) können wir die Verhältnisse der Grössen 4, P; 
und 95 bestimmen. Setzen wir dieselben in (5) ein, fassen 
beide Seiten als Funktion von Z auf und integrieren über 
einen der Querschnitte der Riemannschen Fläche, so erhalten 
wir in der Relation 


°P op 
Dat P, ob mr ob? —0 


die Differentialgleichung, welcher die Periodieitätsmoduln 
des elliptischen Integrals J,, als Funktion von b aufgefasst, 
genügen. 


a 


Brad fe ah 


8 4. 


Wir wollen jetzt die Periodieitätsmoduln des allgemeinen 
Integrals 


J— \ 802 


näher betrachten, wobei 


Se 08 LES 108 


ist. Die Periodieitätsmoduln von .J genügen, ebenso die- 
jenigen von J,, wenn sie als Funktionen des Klassen- 
moduls 5 betrachtet werden, einer linearen Differential- 
gleichung der 6t% Ordnung, die wir folgendermassen her- 
leiten können. 

Wir hatten (siehe S. 31.) 


Ds = us, 


iz 1 oO 
also es wird: 
S=S,(0, + 052+ (zu) 


da aber nach $ 2, unter der Voraussetzung, dass ß,, und Pos 
rationale Funktionen von 2 sind: 


%, = Pkt PosW° 


so darf man schreiben: 


(2) S— E95 + E91 + EU? + &5U° 


wo die Grössen & wieder rationale Funktionen von 2 sind. 
Differentiieren wir die obige Gleichung nach b und setzen 


20% 
für 5b den aus 


“tb” a =0 
resultierenden Wert, so erhalten wir allgemein: 


0.78 s 
(2) a Si +: ut, WW &5 u 


SENT 


wobei die Grössen & wieder rationale Funktionen von 2 
sind. Durch Differentiation der Gleichung (/) nach 2 er- 
hält man in ähnlicher Weise: 

018 2 3 
En tal Yu TH Ya T I3% 
wo von den Grössen y dasselbe gilt, wie von den Grössen e. 
Wählen wir in (5) 2=1, 2, 5 und eliminieren aus den 
drei Gleichungen, sowie aus (/) und (3) die Funktionen «°, 
u, u”, u°, so erhalten wir: 

olS R 05 1.0 0° 
(4 Arie No + N 1r None + N3 ob? 

Die Grössen N,, sind hierbei rationale Funktionen 


von 2. Da aber 


na (a — 1) (a — 2) 
(5)" N] ja Er Fol | T. e BR, rn. > 
e Age 02 | la Oga--1 “ ga— 2 
(2) oa—s)s 4 
— oo. . . er (&— 1) => N“ 
AR la oza—3 in Ni Na 


wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem « 
eine gerade oder ungerade Zahl ist und die oberen Accente 


Ableitungen nach 2 zu verstehen sind — so wird nach 
Gleichung (4). 

O8 2 

A | vo Nut 9 — NP S+ . r@ U) 


Da nun 5 zu den algebraischen Funktionen vom Ge- 
schlecht 5 gehört, so giebt es eine Anzahl Grössen die 
von Z unabhängig sind: 


von der Beschaffenheit, dass 


1. Siehe: Sitzungsberichte der Akademie der Wiss. Berlin 1897 
S. 618. 


Pe 


8° | 


Ö 
A (k (2, u) 
wobei R ne 4) wieder eine rationale Funktion von (2, u) 
ist. Setzen wir also: 


u RN. N7(2) __. A) 
FeNa: NE Ns 
so muss auch 


ZZ BRrBP+....+BP,\ 
der Differentialqudtient dier rationalen Funktion von (2, «) 
sein. Die Funktion Z muss somit genau ebenso, wie früher 
die Funktion (2 den auf Seite 38 angeführten Bedingungen 
entsprechen. Die erste ist von selbst erfüllt, während die 
zweite uns die sechs linearen Gleichungen: 


ZRes/|B,R+BP, +... + BeP,ı 8%, = 0 
PER, 


liefert. Bestimmen wir die Verhältnisse der sieben Grössen D 
aus diesen sechs Gleichungen, setzen sie in (6) ein und 
integrieren beide Seiten derselben Gleichungen über irgend 
einen Querschnitt der Riemannschen Fläche, so bekommen wir: 
— 


ee 3 0 2 


Ö 
(Q) BRQ+ B, 6 8b6 


die Bin der Periodieitätsmoduln des 
Abelschen Integrals $ als Funktion des Klassenmoduls b 
‚ betrachtet. 


Nach dem von Prof. Frobenius eingeführten Begriff 
der Redueibilität der linearen homogenen Differential- 
gleichungen ist diese Differentialgleichung Q reduktibel. 
Denn eine gegebene Differentialgleichung heisst reduktibel, 
wenn sie mit einer Differentialgleichung niedrigster Ord- 


ee 


nung, deren Koeffieienten von derselben Beschaffenheit 
sind, wie die gegebenen, eine Lösung gemeinsam hat.! 

Wir haben nun oben gesehen, dass die Periodieitäts- 
moduln des Integrals J, als Funktionen von D betrachtet, 
der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

pP, +P, 2 uw» = —0 

genügen. Da nun J, ein’ spezieller Fall des Integrals .J 
ist, wie aus 
IS=08ı+ 0% = 0,9; 
folgt, so ist 

J=0J + C++ 0+0 
wo die Grössen © Konstanten sind. Die Lösungen der 
Differentialgleichung(P) sind somit auch gleichzeitig Lösungen 
der Differentialgleichung Q. 

Wenn wir zwei Differentialgleichungen (A) und (DB) 
bezüglich von den Ordnungen m und n haben, wo m>n 
und von der Beschaffenheit, dass (A) alle Lösungen mit (DB) 
gemeinsam hat, so lässt sich aus der linken Seite von (D) 
und einem Differentialausdrucke (O,) dessen Ordnungs- 
zahl m—n ist, (A) zusammensetzen.! 

Wenn wir also die linke Seite von (P) mit % bezeichnen, 
so lässt sich (Q) folgendermassen schreiben: 


O'y O°y 0°Yy 0Yy 
)— —— > u u N U==0 
euer Tea Thy TV 
wo die Funktionen g, durch rationale Operationen und 


Differentiationen aus den Koefficienten von (Q) und (P) dar- 
zustellen sind. 


1. Siehe Crelles Journal Bd. 76. 
2. Siehe Schlesinger: Differentialgleichungen Bd. L. S. 45. 


Thesen. 


J; 
Die Ostwaldsche Ersetzung des atomistischen durch 


. das energetische System ist ein sehr vernünftiger Schritt. 


I. 
Die Naturforschung baut sich auf denselben Prinzipien 


auf wie die mathematische Forschung. 


IM. 
Der Mathematiker braucht nicht an die praktische 


Anwendbarkeit seiner Theorie zu denken. 


Lebenslauf. 


In Pineville, Alabama, U.S. A. am 29. Juni 1876 wurde 
ich, Joe Nettles Ivey, Sohn des Farmers William Ivey und 
der Martha Ivey, geb. Nettles, geboren. Ich bekenne mich 
zur evangelischen Lehre. 

Bis zu meinem 16. Jahre besuchte ich die öffentliche 
Schule in Pineville. Im Jahre 1892 fand ich im „Howard 
College“ East Lake Ala. Aufnahme, wo ich zwei Jahre 
studierte. Im Oktober 1894 ging ich auf die „University of 
Alabama“, woselbst ich im Jahre 1895 die Bakalaureus- 
Würde erwarb. In den folgenden beiden Jahren habe ich 
"meine Studien fortgesetzt. Im Oktober 1897 wurde ich an 
der Friedrich-Wilhelms-Universität zu Berlin immatrikuliert. 
Hier habe ich hauptsächlich die Vorlesungen der Herren 
Professoren; 

Bauschinger, Foerster, Frobenius, Fuchs, Knoblauch, 
Marcuse, Planck, Schumann und Schwarz gehört. 

Allen diesen Herren, insbesondere aber Herrn Prof. Fuchs 
fühle ich mich für vielseitige "Belehrung und Anregung zu 
dauerndem Danke verpflichtet. 
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